ЛЕКЦИЯ 6. Корреляция. Понятие корреляции, коэффициенты Пирсона и Спирмена. Применение корреляционного анализа в психологии.

Понятие корреляции.
Корреляция представляет собой важное понятие в статистике и психологических исследованиях, которое позволяет анализировать взаимосвязь между переменными. Изучение корреляции помогает исследователям выявить, существуют ли закономерности в изменении двух или более переменных, и понять направление и силу этих взаимосвязей. В психологии корреляционный анализ применяется для изучения самых разнообразных явлений: от взаимосвязи между когнитивными способностями и успеваемостью до исследования связи между уровнем стресса и психологическим благополучием. Для количественной оценки корреляции используются коэффициенты, такие как коэффициенты Пирсона и Спирмена, которые имеют свои особенности и области применения.
Корреляция — это статистическая мера, показывающая степень взаимосвязи между двумя переменными. Если значения одной переменной изменяются предсказуемым образом при изменении другой, между ними существует корреляционная зависимость.
Основные характеристики корреляции:
Направление взаимосвязи:
· Положительная корреляция: значения обеих переменных изменяются в одном направлении (например, увеличение уровня мотивации связано с ростом успеваемости).
· Отрицательная корреляция: значения переменных изменяются в противоположных направлениях (например, увеличение уровня стресса связано с уменьшением продуктивности).
· Отсутствие корреляции: значения одной переменной не зависят от изменений другой.
Сила корреляции измеряется в диапазоне от −1-1−1 до +1+1+1, где:
· +1 - сильная положительная связь.
· −1 -  сильная отрицательная связь.
· 0 - отсутствие связи.

Коэффициент корреляции Пирсона — это мера линейной взаимосвязи между двумя количественными переменными. Этот коэффициент показывает, насколько одна переменная изменяется линейно по отношению к другой.
Назначения критерия
Критерий χ2 применяется в двух целях;
1) для сопоставления эмпирического распределения признака с теоретическим - равномерным, нормальным или каким-то иным;
2) для сопоставления двух, трех или более эмпирических распределений одного и того же признака.
Описание критерия
Критерий χ2 отвечает на вопрос о том, с одинаковой ли частотой встречаются разные значения признака в эмпирическом и теоретическом распределениях или в двух и более эмпирических распределениях.
Преимущество метода состоит в том, что он позволяет сопоставлять распределения признаков, представленных в любой шкале, начиная от шкалы наименований. В самом простом случае альтернативного распределения "да - нет", "допустил брак - не допустил брака", "решил задачу - не решил задачу" и т. п. мы уже можем применить критерий χ2.
Допустим, некий наблюдатель фиксирует количество пешеходов, выбравших правую или левую из двух симметричных дорожек на пути из точки А в точку Б.
Допустим, в результате 70 наблюдений установлено, что Э\ человек выбрали правую дорожку, и лишь 19 - левую. С помощью критерия χ2 мы можем определить, отличается ли данное распределение выборов от равномерного распределения, при котором обе дорожки выбирались бы с одинаковой частотой. Это вариант сопоставления полученного эмпирического распределения с теоретическим. Такая задача может стоять, например, в прикладных психологических исследованиях, связанных с проектированием в архитектуре, системах сообщения и др.
Но представим себе, что наблюдатель решает совершенно другую задачу: он занят проблемами билатерального регулирования. Совпадение полученного распределения с равномерным его интересует гораздо в меньшей степени, чем совпадение или несовпадение его данных с данными других исследователей. Ему известно, что люди с преобладанием правой ноги склонны делать круг против часовой стрелки, а люди с преобладанием левой ноги - круг по ходу часовой стрелки, и что в исследовании коллег[footnoteRef:1] преобладание левой ноги было обнаружено у 26 человек из 100 обследованных. [1:  Доброхотова Т. А., Брагина Н. Н. Левши. М.: "Книга", 1994.] 

С помощью метода χ2 он может сопоставить два эмпирических распределения: соотношение 51:19 в собственной выборке и соотношение 74:26 в выборке других исследователей.
Это вариант сопоставления двух эмпирических распределений по простейшему альтернативному признаку (конечно, простейшему с математической точки зрения, а отнюдь не психологической).
Аналогичным образом мы можем сопоставлять распределения выборов из трех и более альтернатив. Например, если в выборке из 50 человек 30 выбрали ответ (а), 15 человек - ответ (б) и 5 человек -ответ (в), то мы можем с помощью метода χ2 проверить, отличается ли это распределение от равномерного распределения или от распределения ответов в другой выборке, где ответ (а) выбрали 10 человек, ответ (б) -25 человек, ответ (в) - 15 человек.
В тех случаях, если признак измеряется количественно, скажем, в баллах, секундах или миллиметрах, нам, быть может, придется объединить все обилие значений признака в несколько разрядов. Например, если время решения задачи варьирует от 10 до 300 секунд, то мы можем ввести 10 или 5 разрядов, в зависимости от объема выборки. Например, это будут разряды: 0-50 секунд; 51-100 секунд; 101-150 секунд, и т. д. Затем мы с помощью метода χ2 будет сопоставлять частоты встречаемости разных разрядов признака, но в остальном принципиальная схема не меняется.
При сопоставлении эмпирического распределения с теоретическим мы определяем степень расхождения между эмпирическими и теоретическими частотами.
При сопоставлении двух эмпирических распределений мы определяем степень расхождения между эмпирическими частотами и теоретическими частотами, которые наблюдались бы в случае совпадения двух этих эмпирических распределений. Формулы расчета теоретических частот будут специально даны для каждого варианта сопоставлений.
Чем больше расхождение между двумя сопоставляемыми распределениями, тем больше эмпирическое значение.

Гипотезы
Возможны несколько вариантов гипотез, в зависимости от задач, которые мы перед собой ставим.

Первый вариант:
	Н0: Полученное эмпирическое распределение признака не отличается от теоретического (например, равномерного) распределения. 
	Н1: Полученное эмпирическое распределение признака отличается от теоретического распределения.

Второй вариант:    
	Н0:  Эмпирическое  распределение  1  не отличается  от  эмпирического распределения 2.
	Н1: Эмпирическое распределение 1 отличается от эмпирического распределения 2.

Третий вариант:
	Н0: Эмпирические распределения 1, 2, 3, ... не различаются между собой. 
	Н1: Эмпирические распределения 1, 2, 3, ... различаются между собой.
      Критерий χ2   позволяет проверить все три варианта гипотез.

Ограничения критерия
1.	Объем выборки должен быть достаточно большим: п≥30. При п<30 критерий χ2 дает весьма приближенные значения. Точность критерия повышается при больших п.
2. Теоретическая частота для каждой ячейки таблицы не должна быть меньше 5: f>5. Это означает, что если число разрядов задано заранее и не может быть изменено, то мы не можем применять метод χ2, не накопив определенного минимального числа наблюдений. Если, например, мы хотим проверить наши предположения о том, что частота  обращений   в  телефонную   службу  Доверия   неравномерно распределяются по 7 дням недели, то нам потребуется 5*7=35 обращений. Таким образом, если количество разрядов (k) задано заранее, как в данном случае, минимальное число наблюдений (nmin) определяется по формуле: nmin=k*5.
3. Выбранные разряды должны "вычерпывать" все распределение, то есть охватывать весь диапазон вариативности признаков. При этом группировка на разряды должна быть одинаковой во всех сопоставляемых распределениях.
4. Необходимо вносить "поправку на непрерывность" при сопоставлении распределений признаков, которые принимают всего 2 значения. При внесении поправки значение χ2  уменьшается.
5. Разряды  должны  быть  неперекрещивающимися:   если   наблюдение отнесено к одному разряду, то оно уже не может быть отнесено ни к какому другому разряду. 
Сумма наблюдений по разрядам всегда должна быть равна общему количеству наблюдений.

Формула
Алгоритм вычислений, таким образом, выражается формулой:
[image: ]
где fэj - эмпирическая частота по j-тому разряду признака; fт - теоретическая частота; j - порядковый номер разряда; k - количество разрядов признака.
Для того, чтобы установить критические значения % , нам нужно определить число степеней свободы V по формуле: ν=k-l




АЛГОРИТМ 
Коэффициент корреляции Пирсона
Занести в таблицу наименования разрядов и соответствующие им эмпирические частоты (первый столбец).
Рядом с  каждой  эмпирической частотой  записать теоретическую частоту (второй столбец).
Подсчитать разности между эмпирической и теоретической частотой по каждому разряду (строке) и записать их в третий столбец.
4. Определить число степеней свободы по формуле:
ν=κ-1
где κ - количество разрядов признака.
Если ν=1, внести поправку на "непрерывность".
5. Возвести в квадрат полученные разности и занести их в четвертый столбец.
6. Разделить полученные квадраты разностей на теоретическую частоту и записать результаты в пятый столбец.
7. Просуммировать значения пятого столбца. Полученную сумму обозначить как χ2ЭМП.
8. Определить по таблице критические значения для данного числа степеней свободы V.
Если χ2эмп меньше критического значения, расхождения между распределениями статистически недостоверны.
Если χ2эмп равно критическому значению или превышает его, расхождения между распределениями статистически достоверны.


Таблица. Критические значения коэффициента корреляции Пирсона.
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	V
	0,05
	0,01
	V
	0,05
	0,01
	V
	0,05
	0,01

	1
	3,841
	6,635
	35
	49,802
	57.342
	69
	89.391
	99,227

	2
	5,991
	9.210
	36
	50,998
	58.619
	70
	90.631
	100,425

	3
	7,815
	11,345
	37
	52,192
	59,892
	71
	91,670
	101,621

	4
	9,488
	13.277
	38
	53,384
	61,162
	72
	92,808
	102,816

	5
	11,070
	15.086
	39
	54,572
	62.428
	73
	93,945
	104,010

	6
	12,592
	16,812
	40
	55,758
	63,691
	74
	95,081
	105,202

	7
	14,067
	18,475
	41
	56,942
	64,950
	75
	96,217
	106,393

	8
	15,507
	20.090
	42
	58,124
	66,206
	76
	97,351
	107,582

	9
	16,919
	21,666
	43
	59,304
	67,459
	77
	98,484
	108,771

	10
	18,307
	23,209
	44
	60,481
	68,709
	78
	99,617
	109,958

	11
	19,675
	24,725
	45
	61,656
	69,957
	79
	100,749
	111,144

	12
	21,026
	26,217
	46
	62,830
	71,201
	80
	101,879
	112,329

	13
	22.362
	27,688
	47
	64,001
	72,443
	81
	103,010
	113,512

	14
	23,685
	29,141
	48
	65,171
	73,683
	82
	104,139
	114,695

	15
	24,996
	30,578
	49
	66,339
	74,919
	83
	105,267
	115,876

	16
	26,296
	32,000
	50
	67,505
	76,154
	84
	106,395
	117,057

	17
	27,587
	33,409
	51
	68.669
	77,386
	85
	107,522
	118,236

	18
	28,869
	34,805
	52
	69.832
	78,616
	86
	108,648
	119,414

	19
	30,144
	36,191
	53
	70,993
	79,843
	87
	109.773
	120,591

	20
	31,410
	37,566
	54
	72,153
	81,069
	88
	110.898
	121,767

	21
	32,671
	38,932
	55
	73,311
	82,292
	89
	112,022
	122,942

	22
	33.924
	40.289
	56
	74,468
	83,513
	90
	113,145
	124,116

	23
	35,172
	41.638
	57
	75.624
	84,733
	91
	114,268
	125,289

	24
	36.415
	42.980
	58
	76.778
	85,950
	92
	115,390
	126,462

	25
	37,652
	44,314
	59
	77,931
	87,166
	93
	116.511
	127,633

	26
	38,885
	45,642
	60
	79.082
	88,379
	94
	117,632
	128,803

	27
	40,113
	46.963
	61
	80.232
	89.591
	95
	118,752
	129,973

	28
	41,337
	48,278
	62
	81.381
	90,802
	96
	119,871
	131.141

	29
	42.557
	49,588
	63
	82.529
	92,010
	97
	120,990
	132,309

	30
	43,773
	50.892
	64
	83,675
	93,217
	98
	122,108
	133,476

	31
	44,985
	52,191
	65
	84.821
	94,422
	99
	123,225
	134,642

	32 33
	46,194 47,400
	53.486 54.776
	66 67
	85,965 87,108
	95,626 96,828
	100
	124,342
	135,807

	

	

	

	

	

	

	
	
	

	34
	48,602
	56.061
	68
	88,250
	98,028
	
	
	




Коэффициент ранговой корреляции rs Спирмена
Метод ранговой корреляции Спирмена позволяет определить тесноту (силу) и направление корреляционной связи между двумя признаками или двумя профилями {иерархиями) признаков.

Описание метода
Для подсчета ранговой корреляции необходимо располагать двумя рядами значений, которые могут быть проранжированы. Такими рядами значений могут быть:
1) два признака, измеренные в одной и той же группе испытуемых;
2) две индивидуальные иерархии признаков, выявленные у двух испытуемых по одному и тому же набору признаков (например, личностные профили по 16-факторному опроснику Р. Б. Кеттелла, иерархии ценностей по методике Р. Рокича, последовательности предпочтений в выборе из нескольких альтернатив и др.);
3) две групповые иерархии признаков;
4) индивидуальная и групповая иерархии признаков.
Вначале показатели ранжируются отдельно по каждому из признаков. Как правило, меньшему значению признака начисляется меньший ранг.
Рассмотрим случай 1 (два признака). Здесь ранжируются индивидуальные значения по первому признаку, полученные разными испытуемыми, а затем индивидуальные значения по второму признаку.
Если два признака связаны положительно, то испытуемые, имеющие низкие ранги по одному из них, будут иметь низкие ранги и по другому, а испытуемые, имеющие высокие ранги по одному из признаков, будут иметь по другому признаку также высокие ранги. Для подсчета rs необходимо определить разности (d) между рангами, полученными данным испытуемым по обоим признакам. Затем эти показатели d определенным образом преобразуются и вычитаются из 1. Чем меньше разности между рангами, тем больше будет rs, тем ближе он будет к +1.
Если корреляция отсутствует, то все ранги будут перемешаны и между ними не будет никакого соответствия. Формула составлена так, что в этом случае rs, окажется близким к 0.
В случае отрицательной корреляции низким рангам испытуемых по одному признаку будут соответствовать высокие ранги по другому признаку, и наоборот.
Чем больше несовпадение между рангами испытуемых по двумя переменным, тем ближе rs к -1.
Рассмотрим случай 2 (два индивидуальных профиля). Здесь ранжируются индивидуальные значения, полученные каждым из 2-х испытуемым по определенному (одинаковому для них обоих) набору признаков. Первый ранг получит признак с самым низким значением; второй ранг - признак с более высоким значением и т.д. Очевидно, что все признаки должны быть измерены в одних и тех же единицах, иначе ранжирование невозможно. Например, невозможно проранжировать показатели по личностному опроснику Кеттелла (16PF), если они выражены в "сырых" баллах, поскольку по разным факторам диапазоны значений различны: от 0 до 13, от 0 до 20 и от 0 до 26. Мы не можем сказать, какой из факторов будет занимать первое место по выраженности, пока не приведем все значения к единой шкале (чаще всего это шкала стенов).
Если индивидуальные иерархии двух испытуемых связаны положительно, то признаки, имеющие низкие ранги у одного из них, будут иметь низкие ранги и у другого, и наоборот. Например, если у одного испытуемого фактор Е (доминантность) имеет самый низкий ранг, то и у другого испытуемого он должен иметь низкий ранг, если у одного испытуемого фактор С (эмоциональная устойчивость) имеет высший ранг, то и другой испытуемый должен иметь по этому фактору высокий ранг и т.д.
Рассмотрим случай 3 (два групповых профиля). Здесь ранжируются среднегрупповые значения, полученные в 2-х группах испытуемых по определенному, одинаковому для двух групп, набору признаков. В дальнейшем линия рассуждений такая же, как и в предыдущих двух случаях.
Рассмотрим случай 4 (индивидуальный и групповой профили). Здесь ранжируются отдельно индивидуальные значения испытуемого и среднегрупповые значения по тому же набору признаков, которые получены, как правило, при исключении этого отдельного испытуемого - он не участвует в среднегрупповом профиле, с которым будет сопоставляться его индивидуальный профиль. Ранговая корреляция позволит проверить, насколько согласованы индивидуальный и групповой профили.
Во всех четырех случаях значимость полученного коэффициента корреляции определяется по количеству ранжированных значений N. В первом случае это количество будет совпадать с объемом выборки п. Во втором случае количеством наблюдений будет количество признаков, составляющих иерархию. В третьем и четвертом случае N - это также количество сопоставляемых признаков, а не количество испытуемых в группах. Подробные пояснения даны в примерах.
Если абсолютная величина rs достигает критического значения или превышает его, корреляция достоверна.

Ограничения коэффициента ранговой корреляции
1. По каждой переменной должно быть представлено не менее 5 наблюдений. Верхняя граница выборки определяется имеющимися таблицами критических значений, а именно N≤40.
2. Коэффициент ранговой корреляции Спирмена rs при большом количестве одинаковых рангов по одной или обеим сопоставляемым переменным дает огрубленные значения. В идеале оба коррелируемых ряда должны представлять собой две последовательности несовпадающих значений. В случае, если это условие не соблюдается, необходимо вносить поправку на одинаковые ранги. Соответствующая формула дана в примере 4.

Пример 1 - корреляция между двумя признаками
В исследовании, моделирующем деятельность авиадиспетчера, группа испытуемых, студентов физического факультета проходила подготовку перед началом работы на тренажере. Испытуемые должны были решать задачи по выбору оптимального типа взлетно-посадочной полосы для заданного типа самолета. Связано ли количество ошибок, допущенных испытуемыми в тренировочной сессии, с показателями вербального и невербального интеллекта, измеренными по методике Д. Векслера?

Показатели количества ошибок в тренировочной сессии и показатели уровня вербального и невербального интеллекта у студентов
	Испытуемый
	Количество ошибок
	Показатель вербального интеллекта
	Показатель невербального интеллекта

	1
	Т.А.
	29
	131
	106

	2
	П.А.
	54
	132
	90

	3
	Ч.И.
	13
	121
	95

	4
	Ц.А.
	8
	127
	116

	5
	См.А.
	14
	136
	. 127

	6
	К.Е.
	26
	124
	107

	7
	К.А.
	9
	134
	104

	8
	Б.Л.
	20
	136
	102

	9
	И.А.
	2
	132
	111

	10
	Ф.В.
	17
	136
	99

	Суммы
	192
	1309
	1057

	Средние
	19,2
	130,9
	105,7


Сначала попробуем ответить на вопрос, связаны ли между собой показатели количества ошибок и вербального интеллекта.
Сформулируем гипотезы. 
H0: Корреляция между показателем количества ошибок в тренировочной сессии и уровнем вербального интеллекта не отличается от нуля. 
H1: Корреляция между показателем количества ошибок в тренировочной сессии и уровнем вербального интеллекта статистически значимо отличается от нуля.
Далее нам необходимо проранжировать оба показателя, Приписывая меньшему значению меньший ранг, затем подсчитать разности между рангами, которые получил каждый испытуемый по двум переменным (признакам), и возвести эти разности в квадрат. Произведем все необходимые расчеты в таблице.
В Табл. 6.2 в первой колонке слева представлены значения по показателю количества ошибок; в следующей колонке - их ранги. В третьей колонке слева представлены значения по показателю вербального интеллекта; в следующем столбце - их ранги. В пятом слева представлены разности d между рангом по переменной А (количество ошибок) и переменной Б (вербальный интеллект). В последнем столбце представлены квадраты разностей - d2.

Расчет d2 для рангового коэффициента корреляции Спирмена rs при сопоставлении показателей количества ошибок и вербального интеллекта у студентов-физиков (N=10)
	Испытуемый
	Переменная А
количество ошибок
	Переменная Б
вербальный интеллект.
	d (ранг А -
- ранг Б)
	J2

	
	Индивидуальные
значения
	Ранг
	Индивидуальные
значения
	Ранг
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	1
	ТА.
	29
	9
	131
	4
	5
	25

	2
	ПА.
	54
	10
	132
	5.5
	4,5
	20.25

	3
	Ч.И.
	13
	4
	121
	1
	3
	9

	4
	Ц.А.
	8
	2
	127
	3
	-1
	1

	5
	См.А.
	14
	5
	136
	9
	-4
	16

	6
	К.Е.
	26
	8
	124
	2
	6
	36

	7
	К.А.
	9
	3
	134
	7
	-4
	16

	8
	Б.Л.
	20
	7
	136
	9
	-2
	4

	9
	И.А.
	2
	1
	132
	5,5
	-4,5
	20,25

	10
	Ф.В.
	17
	6
	136
	9
	
	9

	Суммы
	
	55
	
	55
	0
	156,5


Коэффициент ранговой корреляции Спирмена подсчитывается по формуле:
[image: ]
где d - разность между рангами по двум переменным для каждого испытуемого;
	N - количество ранжируемых значений, в. данном случае количество испытуемых.
Рассчитаем эмпирическое значение rs:
[image: ]
Полученное эмпирическое значение гs близко к 0. И все же определим критические значения rs при N=10 по таблице значений: 
[image: ] 
Ответ: H0 принимается. Корреляция между показателем количества ошибок в тренировочной сессии и уровнем вербального интеллекта не отличается от нуля.

АЛГОРИТМ 
Расчет коэффициента ранговой корреляции Спирмена rs.
1. Определить, какие два признака или две иерархии признаков будут участвовать в сопоставлении как переменные А и В.
2. Проранжировать значения переменной А, начисляя ранг 1 наименьшему значению, в соответствии с правилами ранжирования (см. п.2.3). Занести ранги в первый столбец таблицы по порядку номеров испытуемых или признаков.
3. Проранжировать значения переменной В, в соответствии с теми же правилами. Занести ранги во второй столбец таблицы по порядку номеров испытуемых или признаков.
4. Подсчитать разности d между рангами А и В по каждой строке таблицы и занести в третий столбец таблицы.
5. Возвести каждую разность в квадрат: d2 . Эти значения занести в четвертый столбец таблицы.
6. Подсчитать сумму квадратов ∑d2.
7. При наличии одинаковых рангов рассчитать поправки:
[image: ]
где а - объем каждой группы одинаковых рангов в ранговом ряду А;
	b - объем каждой группы одинаковых рангов в ранговом ряду В.
8. Рассчитать коэффициент ранговой корреляции г5 по формуле: 
а) при отсутствии одинаковых рангов
[image: ]
б) при наличии одинаковых рангов
[image: ]
где ∑d2 - сумма квадратов разностей между рангами 
	Та и Tb, - поправки на одинаковые ранги;
	N - количество испытуемых или признаков, участвовавших в ранжировании.
9. Определить по таблице критические значения гs для данного N. Если rs превышает критическое значение или по крайней мере равен ему, корреляция достоверно отличается от 0.

Таблица. Критические значения коэффициента ранговой корреляции Спирмена rs
	n
	Р
	n
	Р
	n
	Р

	

	0,05
	0,01
	

	0,05
	0,01
	

	0,05
	0,01

	5
	0,94
	-
	17
	0,48
	0,62
	29
	0,37
	0,48

	6
	0,85
	-
	18
	0,47
	0,60
	30
	0,36
	0,47

	7
	0,78
	0,94
	19
	0,46
	0,58
	31
	0.36
	0,46

	8
	0.72
	0,88
	20
	0,45
	0,57
	32
	0,36
	0,45

	9
	0,68
	0.83
	21
	0,44
	0,56
	33
	0,34
	0,45

	10
	0.64
	0.79
	22
	0,43
	0,54
	34
	0,34
	0.44

	11
	0.61
	0,76
	23
	0,42
	0,53
	35
	0,33
	0,43

	12
	0.58
	0,73
	24
	0.41
	0,52
	36
	0,33
	0,43

	13
	0.56
	0.70
	25
	0.49
	0,51
	37
	0,33
	0.43

	14
	0.54
	0,68
	26
	0.39
	0.50
	38
	0,32
	0,41

	15
	0,52
	0,66
	27
	0,38
	0,49
	39
	0.32
	0.41

	16
	0,50
	0,64
	28
	0,38
	0,48
	40
	0,31
	0,40
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